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Laboratoire des Sciences de l’Ingénieur pour l’Environnement – UMR-CNRS 7356
Une symétrie d’une figure géométrique est une transfor-
mation qui la laisse invariante.
Exemples :
Symétrie miroir Rotation Translation
(Chrysiridia rhipheus) (Cristal de neige) (Motif égyptien)
Symétrie spirale Symétrie d’échelle Symétrie d’échelle
(Aloe vera) (Romanesco broccoli) (Pyramide fractal)
Une symétrie d’une équation différentielle est une
transformation de l’espace des jets qui laisse l’ensemble des
solutions invariant.
Exemple :
◮ Equation de Burgers :
∂u
∂t
+ u
∂u
∂x
= ν
∂2u
∂x2
◮ Symétries
• translations temporelles : (t, x, u) 7−→ (t + ε, x, u),
• translations spatiales : (t, x, u) 7−→ (t, x + ε, u),
• boosts galiléens : (t, x, u) 7−→ (t, x + εt, u + ε),
• transformations d’échelle : (t, x, u) 7−→ (te2ε, xeε, ue−ε),
• projections : (t, x, u) 7−→
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t
1−εt
,
x
1−εt
, (1 − εt)u + εx

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.
Un groupe de symétrie d’une équation est un groupe formé
par des symétries de l’équation. On ne considèrera que les
groupes de Lie (en particulier, dépendant continûment d’un paramètre
ε).
Calcul des groupes de symétries ?
Soit une équation : E(x, u, u′, · · · ) = 0.
Un groupe de transformations à un paramètre
(x, u) 7−→ (x̂(x, u, ε), û(x, u, ε))
est caractérisé par son générateur infinitésimal
X = ξi
∂
∂xi
+ ηj
∂
∂uj
où ξi =
∂x̂i
∂ε
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∂ûi
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C’est un groupe de symétrie de l’équation si
X · E = 0 lorsque E = 0.
Cette condition permet de trouver ξ et η, et de
remonter à x̂ et û en résolvant
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∂x̂
∂ε
= ξ(x̂, û), x̂(ε = 0) = x,
∂û
∂ε
= η(x̂, û), û(ε = 0) = u.
Unification des écoulements de couche mince
cisaillés
◮ Equations : u
∂u
∂x
+ v
∂u
∂y
= ν
∂2u
∂y2
+ βgθ, u
∂θ
∂x
+ v
∂θ
∂y
= κ
∂2θ
∂y2
,
∂u
∂x
+
∂v
∂y
= 0.
◮ Symétries d’échelle : (x, y, u, v, θ) 7→ (εnx, εmy, εn−2mu, ε−mv, εn−4mθ), ∀n, m
◮ Solutions auto-similaires (c-à-d invariantes par les symétries d’échelle) :
- -
u(x, y) = x1−2αfu(s), v(x, y) = x−αfv(s), θ(x, y) = x1−4αfθ(s).
où s =
y
xα
, α = n/m
◮ Selon le choix de α (à partir des conditions aux limites, ...), on obtient la solution
couche limite (α = 1/2), la solution d’un jet (α = 2/3), d’un panache, ...
[Razafindralandy, Hamdouni, Chhay. Novapublishers, 2009]
Lois de paroi et lois d’échelle
◮ Écoulement anisotherme et turbulent d’un fluide incompressible :
- -
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∂u
∂t
+ u  ∇u +
1
ρ
∇p − div(2νS) − βgθeg = 0,
∂θ
∂t
+ u  ∇θ − div(κ∇θ) = 0
div u = 0
S = ∇u+
t∇u
2
◮ Groupes de symétrie des équations des fluctuations : E(u′, p′, θ′, U , Θ, P ) = 0
1 groupe de dimension 6 + 9 groupes de dimension infinie
◮ Solutions auto-similaires dans le cas d’un écoulement parallèle :
– Loi linéaire U1 = C1x2 + C3, Θ = C2x2 + C4. (Paroi, Région centrale d’un écoulement Couette)
– Loi logarithmique U1 = C1 ln (x2 + b) + C3, Θ = C2 [x2 + b]
−1 + C4. (Paroi)
– Loi exponentielle U1 = C1 exp (c x2) + C3, Θ = C2 exp (2c x2) + C4. (Paroi)
– Loi algébrique U1 = C1 (x2 + b)
a + C3, Θ = C2 (x2 + b)
2a−1 + C4. (Zone centrale ou zone
proche paroi d’un canal)
Groupe de symétrie et Modélisation de la turbulence
◮ Equations filtrées en Simulation des grandes échelles (LES)
- - - -
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∂u
∂t
+ u  ∇u +
1
ρ
∇p − div(2νS−τ ) − βgθeg = 0,
∂θ
∂t
+ u  ∇θ − div(κ∇θ−h) = 0
div u = 0
τ et h à modéliser
◮ Groupes de symétrie des équations de Navier-Stokes :
1 groupe de dimension 7
+ 4 groupes de dimension infinie
+ indifférence matérielle en 2D
◮ La plupart des modèles LES sont incompatibles avec ces symétries
[Razafindralandy, Hamdouni. Theo. Comp. Fluid Dyn., 2007]
◮ Nouveaux modèles, basés sur la préservation des symétries
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−τ d = F1S + F2
Adjd S
||S||
+ F3
(T ⊗ T )d
||S||3
+ F4
[S(T ⊗ T )]d
||S||4
+ F5
S[(T ⊗ T )S]d
||S||5
−h =
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S
||S||
+ F8
S
2
||S||2
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T avec T = ∇θ
Fi fonctions de : v1 =
det S
||S||3
, v2 =
||T ||2
||S||2
, v3 =
T  ST
||S||5
, v4 =
||ST ||2
||S||6
.
◮ Exemples de modèles plus simples
X Modèle fortement couplé : −τ d =

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2gm − 3v1
∂gm
∂v1
− 4v2
∂gm
∂v2
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S +
∂gm
∂v1
Adjd S
||S||
,
−h = ht T
gm et ht fonctions de v1 et v2
X Modèle linéaire : −τ d = Cm
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det S
||S||3
S +
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||S||
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, −h = Ct
det S
||S||3
T .
◮ Test numérique : Ecoulement d’air dans une cavité ventilée
L=9m
H
=
3
m
W=
3m
U
= 0.455 m/s
inlet height    :  0.168 m
outlet height  :  0.46 m
inlet velocity : U
in
in
>
>
>
1
x
3
x
2
x
−→ Particulièrement efficace proche des parois (compatibilité avec les lois de paroi)
[Razafindralandy, Hamdouni, Oberlack. Europ. J. Mech. B, 2007]
Conclusion. Les symétries contiennent la physique des équations (lois d’échelle, lois de conservation à travers les théorèmes de Nœther, . . . ). Les groupes de symétrie constituent un outil
non seulement d’analyse mais aussi de construction pour une modélisation compatible avec les propriétés physiques fondamentales du problème.
Par ailleurs, les symétries peuvent servir de cadre de construction de schémas numériques robustes. [Chhay, Hoareau, Hamdouni, Sagaut. J. Comp. Phys., 2011.]
